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Hinweis: Losungen sind ausfiihrlich zu dokumentieren! Lésungsséitze sind in geeigneter
Form anzugeben.

Simulation eines Zerfalls iiber zwei weitere Zerfille

In diesem Abschnitt wird der Zerfall einer Muttersubstanz iiber zwei Tochtersubstanzen in einer
Wiirfelsimulation nachgestellt. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse sollen Sie befdhigen, die notwen-
digen Differenzengleichungen aufzustellen, um eine numerische Simulation durchzufiihren. Diese ist
ihrerseits geeignet, um die Ergebnisse aus einem Realexperiment zu modellieren.

Muttersubstanz Tochtersubstanz 1

Endprodukt Tochtersubstanz 2

A. Wiirfelsimulation

e Fiir die Durchfithrung der Wiirfelsimulation werden benétigt

- 100 weifle Wiirfel
100 schwarze Wiirfel
40 gelbe Wiirfel

- 40 rote Wiirfel

ein flacher Karton zum ,,Hineinwiirfeln“

e Fiir die Datenaufnahme und Auswertung der Wiirfelsimulation werden u.a. benétigt

bereitgestellte Tabelle zum Protokollieren der Entwicklung des Bestands

bereitgestellte Tabelle zum Protokollieren der Entwicklung der Aktivitét

bereitgestelltes Millimeterpapier mit vorbereiteten Achsen fiir Bestand

- bereitgestelltes Millimeterpapier mit vorbereiteten Achsen fiir Aktivitéit

Aufgabe 1: Lesen Sie zunéichst die Anleitung und fithren Sie sodann die Simulation durch.

- Weifle Wiirfel reprisentieren die instabilen Nuklide der Muttersubstanz. Gelbe und rote Wiirfel
stehen fiir die Nuklide der ersten bzw. zweiten Tochtersubstanz. Die erste Tochtersubstanz
zerfillt ihrerseits in die zweite Tochtersubstanz. Diese wandelt sich in das stabile Endprodukt
um, welches durch schwarze Wiirfel repriasentiert wird.

- Legen Sie 100 weifle Wiirfel in den flachen Karton und wiirfeln Sie diese.

- Ein Reprisentant der Muttersubstanz gilt als zerfallen, wenn der Wiirfel die Augenzahl

zeigt. Die weiflen Wiirfel, die diese Augenzahl zeigen, werden aus der Simulation entfernt und
durch gelbe Wiirfel ersetzt. Wiirfeln Sie alle Wiirfel erneut.

- Ein Reprisentant der ersten Tochtersubstanz gilt als zerfallen, wenn der Wiirfel die Augenzahl
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oder

zeigt. Die gelben Wiirfel, die diese Augenzahlen zeigen, werden aus der Simulation entfernt
und durch rote Wiirfel ersetzt. Wiirfeln Sie alle Wiirfel erneut.

Ein Représentant der zweiten Tochtersubstanz gilt als zerfallen, wenn der Wiirfel die Augenzahl

oder ®) oder

zeigt. Die roten Wiirfel, die diese Augenzahlen zeigen, werden aus der Simulation entfernt und
durch schwarze Wiirfel ersetzt.

Fiihren Sie die Simulation 21 mal durch.

Nach jedem Wiirfeldurchgang wird die Anzahl der vorhandenen weilen (Ny fiir das Mutter-
nuklid), gelben (N, fiir das erste Tochternuklid), roten (N, fiir das zweite Tochternuklid)
und schwarzen (Vg fiir das Nuklid des Endprodukts) Wiirfel bestimmt und ihre Anzahl in der
bereitgestellten Tabelle festgehalten.

Die Anzahl der jeweils entfernten Wiirfel wird ebenfalls notiert. Sie stellt die Aktivitdt der
betrachteten Nuklide dar. Die Summe der einzelnen Aktivitdten wird berechnet und in der

vorgesehenen Spalte festgehalten.
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k11112 13|14 | 15|16 |17 | 18 | 19| 20 21
Ny|10|( 8|16 |5 |5 |5 44|33 3
Np, | 916 | 7|5 |53 0
Np, | 1918 | 11|12 | 10 | 12 3
Ng | 6268 |76 | 78|80 |80 |84 |87 |91 |92 94

w
w
—

Ne)
(@)
w

Am | 2 3131311 |2]0|0]|N/A
Ar, | 5|1 3021 |0]1]2|1|N/A
Ap, | 6 2120|434 ]1|2]|N/A
Agesamt | 131116 | 2 |26 |3 ]6|3|3|N/A

Aufgabe 2:

a) Héngen Sie Ihre Ergebnisse im Kursraum aus. Die Werte fiir Ny, Nt,, N1,, Ng und Ay, Ay,
Ay, Agesamt Werden jeweils in einer neuen Tabelle addiert.

mogliche Ergebnisse:

k 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Ny | 1200 | 996 | 819 | 692 | 566 | 469 | 393 | 335 | 278 | 231 | 194
Nt, 0 204 | 316 | 359 | 371 | 322 | 279 | 254 | 227 | 193 | 170
N, 0 0 65 | 108 | 148 | 194 | 177 | 149 | 132 | 123 | 107
Ng 0 0 0 41 | 115 | 215 | 351 | 462 | 563 | 653 | 729

Anv | 204 | 177 | 127 | 126 | 97 | 76 | 58 | 57 | 47 | 37 | 32
A, 0 65 | 84 | 114 | 146 | 119 | 83 | 84 | 81 | 60 | 55
Ar, 0 0 41 | 74 | 100 | 136 | 111 | 101 | 90 | 76 | 77

Agesamt | 204 | 242 | 252 | 314 | 343 | 331 | 252 | 242 | 218 | 173 | 164

k| 11 | 12 | 13 | 14 | 15 16 17 18 19 20 21
Ny | 162 | 133 | 110 | 91 | 78 65 95 47 41 35 32
Nt, | 147 | 128 | 107 | 87 | 66 56 43 37 33 31 28
Nt, | 8 | 71 | 71 | 61 | 57 43 36 27 25 15 6
Ng | 806 | 868 | 912 | 961 | 999 | 1036 | 1066 | 1089 | 1101 | 1119 | 1134

Av | 29 | 23 | 19 | 13 | 13 10 8 6 6 3 N/A
Ap, | 48 | 44 | 39 | 34 | 23 23 14 10 8 6 N/A
Ar, | 62 | 44 | 49 | 38 | 37 30 23 12 18 15 | N/A
Agesamt | 139 | 111 | 107 | 85 | 73 63 45 28 32 24 | N/A

b) Tragen Sie die addierten Werte fiir die Bestéinde der Nuklide in das bereitgestellte Diagramm
ein, ohne die Datenpunkte zu verbinden. Verwenden Sie verschiedene Symbole fiir die unter-
schiedlichen Nuklide.

mogliche Ergebnisse:
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c¢) Tragen Sie die addierten Werte fiir die Aktivitidt der Mutter- und Tochternuklide in ein weiteres
bereitgestelltes Diagramm ein, ohne die Datenpunkte zu verbinden. Verwenden Sie verschiedene
Symbole fiir die unterschiedlichen Beitrige der Aktivitit.

mogliche Ergebnisse:
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B. Rechnerische Simulation

Anhand der Ablidufe in der Wiirfelsimulation lassen sich Differenzengleichungen aufstellen, die in ein
mathematisches Modell miinden.

Aufgabe 3: Bestandsgleichung fiir Mutternuklide. Stellen Sie eine Differenzengleichung zur
Beschreibung des Zerfallsprozesses der Muttersubstanz auf, indem Sie Thre Erkenntnisse aus der
Entwicklung der Nuklidanzahl anwenden. Verallgemeinern Sie die Gleichung, indem Sie auch nicht-
ganzzahlige Wiirfelschritte Ak zulassen und die Zerfallskonstante Ay fiir die Muttersubstanz iiber
—1In(1 — pu) ausdriicken.

mogliches Ergebnis:

Voriiberlegung:
- Anzahl an Mutternukliden nach k& Wiirfelschritten ist Ny .
- Im Zeitraum Ak zerfallen
A - Ny - Ak = —In(1 —pum) - Ny - Ak

Mutternuklide.
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- Diese miissen von der urspriinglichen Anzahl der Kerne abgezogen werden.
Differenzengleichung:

Nyvijgtar = Nump — v - NAk
= NM,k + 111(1 —pM) . ]\fMJ€ - Ak.

Aufgabe 4: Bestandsgleichung des ersten Tochternuklids. Aufgrund des Zerfalls der Mut-
tersubstanz in die erste Tochtersubstanz erhoht sich diese Zahl zunéchst. Stellen Sie eine Differenzen-
gleichung auf, die die Entwicklung der Nuklide der ersten Tochtersubstanz mit der Zeit beschreibt.
Verallgemeinern Sie die Gleichung erneut.

mogliches Ergebnis:

Voriiberlegung:
- Anzahl an Tochternukliden nach k& Wiirfelschritten ist N, .
- Im Zeitraum Ak zerfallen
M - Ny - Ak = —In(1 —pum) - Ny - Ak

Mutternuklide in Nuklide der ersten Tochtersubstanz. Diese miissen zu der urspriinglichen
Anzahl der Tochterkerne hinzugezdihlt werden.

- Im Zeitraum Ak zerfallen
A, - Npy - Ak = —In(1 — pr,) - N, - Ak
Tochternuklide. Diese miissen von der urspriinglichen Anzahl der Kerne abgezogen werden.
Differenzengleichung:

Nty k+ar = Nrygp+ (Am-Nug — A, - N7yi) - Ak
= NTl,k + (— 111(1 —pM) . NM,k + 111(1 _pT1) . NTl,k) . Ak

Aufgabe 5: Bestandsgleichung des zweiten Tochternuklids. Aufgrund des Zerfalls der er-
sten Tochtersubstanz in die zweite Tochtersubstanz erhoht sich diese Zahl zunéchst. Stellen Sie eine
Differenzengleichung auf, die die Entwicklung der Nuklide der zweiten Tochtersubstanz mit der Zeit
beschreibt. Verallgemeinern Sie die Gleichung erneut.

mogliches Ergebnis:

Voriiberlegung:
- Anzahl an Nukliden der zweiten Tochtersubstanz nach k& Wiirfelschritten ist N, .
- Im Zeitraum Ak zerfallen
A, - Nty - Ak = —In(1 — pr,) - N7, - Ak

Nuklide der ersten Tochtersubstanz in Nuklide der zweiten Tochtersubstanz. Diese miissen zu
der urspriinglichen Anzahl der Kerne der zweiten Tochtersubstanz hinzugezdihlt werden.

- Im Zeitraum Ak zerfallen
ATy - Ny - Ak = —In(1 — pr,) - Ny - Ak

Nuklide der zweiten Tochtersubstanz. Diese miissen von der urspriinglichen Anzahl der Kerne
abgezogen werden.

Differenzengleichung:

Nty pynr = Nryp+ (Ary - Noyp — Ay - Ny i) - Ak
= NTg,k + (— 111(1 —pTl) . NT1,k + 111(1 —pT2) . NTg,k) - Ak.
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Aufgabe 6: Bestandsgleichung der Nuklide des Endprodukts. Stellen Sie eine Differenzen-
gleichung auf, die die Entwicklung der Nuklide des Endprodukts mit der Zeit beschreibt. Verallge-
meinern Sie die Gleichung erneut.

mogliches Ergebnis:

Voriiberlegung:
- Anzahl der Nuklide des Endprodukts ist Ng .

- Im Zeitraum Ak zerfallen
>\T2 . ]\7'1‘27]€ Ak = — 111(1 *pT2) . NTg,k - Ak

Nuklide der zweiten Tochtersubstanz. Diese miissen zu der vorangegangenen Anzahl der Kerne
des Endprodukts hinzugezdihlt werden.

Differenzengleichung:

Ngjg+ak = Ngg+ A1, - Npy - Ak
= Ngi—In(1—pr,) Ny - Ak.

Bevor die Gleichungen fiir die Entwicklung der Anzahl von Mutter-, Tochter- und Endnukliden an-
gewendet werden, sollen diese in eine Tabellenkalkulation implementiert werden, um die Rechnungen
zu automatisieren.

Aufgabe 7:

a) Implementieren Sie die Gleichungen zur Berechnung des Bestands der jeweiligen Nuklide in ein
geeignetes Tabellenkalkulationsprogramm. Bedenken Sie, dass die Berechnungen fiir Ak = 0, 25
durchgefiihrt werden sollen.

mogliches Ergebnis: Die nachstehende Abbildung zeigt die Implementation der Gleichungen in
ein Tabellenkalkulationsprogramm.

A B C D E
1 |Simulation: Zerfall in ein stabiles Endprodukt
2
3 |Anzahl N,,(0) 1200
4 Wabhrscheinlichkeitp,, =1/6
5 |AnzahlN;,(0) o]
6 |Wahrscheinlichkeit pr; =2/6
7 |Anzahl N1,(0) 0
8 |Wahrscheinlichkeit pr, =3/6
9 Anzahl N¢(0) =$C$9
10 |Zeitschritt Ak 0,25
11
12
13
14 Durchgang k Anzahl Nuklide Ny(t) Anzahl Nuklide N+(t) Anzahl Nuklide Np(t) Anzahl Nuklide Ng(t)
150 =$BS3 =$BS5 =$B$7 =$B$9
16 |=A15+$B$10 =B15+LN(1-$B$4)*B15*$BS10 =C15+(-LN(1-$B$4) *B15+LN(1-$BS6)*C15)*$BS10|=D15+(-LN(1-SBS6)* C15+LN(1-$BS8)* D 15)*$BS 10| =E15-LN(1-$BS8)* D15*$B$ 10
17 [=A16+5B$10 =B16+LN(1-$B$4)*B16*$BS10 =C16+(-LN(1-$B$4) *B16+LN(1-$BS6)*C16)*$BS10|=D16+(-LN(1-SBS6)*C16+LN(1-$BS8)*D16)*SBS 10| =E16-LN(1-$BS8)* D16*$B$ 10

b) Berechnen Sie fiir £ = 0 bis k¥ = 21 in Schritten von Ak = 0,25 den Bestand an Mutter-
und Tochternukliden und fiir das Endprodukt und tragen Sie fiir ausgewéhlte Werte von k die
Besténde in das Diagramm mit den Ergebnissen aus Aufgabe 2b ein, so dass eine ausgleichende
Kurve entsteht.

mogliches Ergebnis:
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c¢) Vergleichen Sie den Verlauf der Datenpunkte aus der Wiirfelsimulation mit der ausgleichenden
Kurve fiir die Werte aus den Rechnungen.

mogliches Ergebnis:

e Der berechnete Verlauf der Anzahl der Mutternuklide ist in guter Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen aus der Wiirfelsimulation.

e Die Anzahl der Nuklide fiir beide Tochternuklide fillt in den Berechnungen geringer aus
als in der Wiirfelsimulation.

e Die Lage der Maxima fiir die beiden Tochternuklide in den Berechnungen ist zu den in
der Wiirfelsimulation zu einer niedrigeren Wurfanzahl verschoben.

e Die Anzahl der Nuklide des Endprodukts ist in den Rechnungen gréfler als in der Wiirfelsimulation.

Aufgabe 8: Aufgaben zur nichsten Stunde.

a) Stellen Sie die Gleichungen zur Berechnung der Aktivitdten der Nuklide auf. Verwenden Sie
hierfiir die Gleichung

No —

4 = M-M
to — t1
AN

At
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und die Gleichungen aus den Aufgaben 3 und 4. Wie wird die Gesamtaktivitidt berechnet?

mogliches Ergebnis:

i) Aktivitdt der Mutternuklide:
Fiir die Berechnung der Anzahl der Mutterkerne gilt

Ny g+ak = N + In(1 — pa) - Ny - Ak

Damit ergibt sich
Na +In(1 — py) - Mg - Ak — Ny
B Ak
ln(l _pM> . Nka - Ak
Ak
= —In(1 —pm) - Nk

Ay =

ii) Aktivitdt der Tochternuklide:
Fiir die Berechnung der Anzahl der Tochterkerne gilt

Ny gtak = Ny x + (=1In(1 = pam) - Ny + In(1 = pr, ) - Noy i) - Ak
bzw.

Nty rrak = Ny + (=In(1 = pr,) - Npy o+ In(1 = pry) - N1y i) - Ak
Damit ergibt sich in Analogie zum obigen Vorgehen

Ap, = —In(1 —pr,) - N1,
bzw.

Ar, = —In(1 —pr,) - N1y

iii) Gesamtaktivitéit:
Fiir die Berechnung der Gesamtaktivitat gilt

Agesamt = Am + AT1 =+ AT2

b) Implementieren Sie die Gleichungen zur Berechnung der Aktivitit der jeweiligen Nuklide in ein
geeignetes Tabellenkalkulationsprogramm. Die Berechnungen sollen wie in Aufgabe 6 durch-
gefiihrt werden.

mogliches Ergebnis: Die nachstehende Abbildung zeigt die Implementation der Gleichungen in
ein Tabellenkalkulationsprogramm.

A B C D E F G H !
1 |Simulation: Zerfall in ein stabiles Endprodukt
2
3 Anzahl N (0} 1200

4 |Wahrscheinlichkeitpy  =1/6

0

itpr,  =2/6

0
ichkeitpr, =36

9 |Anzahl N¢(0) 0

10 | Zeitschritt Ak 0,25

11

IF)

13

14 Durchgang k Anzahl Nuklide N y(t) Anzahl Nuklide Nq(z) Anzahl Nuklide Nr(f) Anzahl Nuklide Ne(t) AtivititAy(t)  AktivititAn(t)  AktivititAp(t)  Aktivitit A(f)
150 =$BS$3 =$BS5 =5BS$7. =$BS9 = LN(1-$B$4)*B15 |=-LN(1-$B$6)*C15 |=-LN(1-$B$8)*D15 |=F15+G15+H15
16 |=A15+3B$10 [=B15+Ln(1-3B34)* B15*$BS10 [=cL5+(-LN(1-5B54)*B15+LN(1-5B$6)* C15)*$B510 |=D15+(-LN(1-3B36)* C15+LN(1-$B$8) *D15)*$BS10| =E15-LN(1-5B58)*D15*5BS10 |=-LN(1-$BS4)*B16 |=-LN(1-$BS6)*C16 |=-LN(1-$BSE)* D16 |=F16+G16+H16 |

17 [=A16+$B$10 [=B16+LN(1-5B54)"B16"5B510 [=CL6+(-LN(1-5B54)*B16+LN(1-$B$6)* C16)*$BS10 |=D16+(-LN(1-5B36)* C16+LN(1-$8$8) *D16)*$B$10|=E16-LN(1-5B858)*D16*5BS10 |=-LN(1-$BS4)*B17 |=-LN(1-$B$6)*C17 |=-LN(1-$B$8)* D17 |=F17+G17+H17 |

c¢) Berechnen Sie fiir £ = 0 bis k = 20 in Schritten von Ak = 0,25 die Aktivitédten der Mutter-
und Tochternuklide sowie die Gesamtaktivitdt des simulierten Nuklidgemisches und tragen
Sie fiir die Werte von k die Aktivitdten in das Diagramm mit den Ergebnissen aus der
Wiirfelsimulation zur Aktivitit aus Aufgabe 2c¢ ein, so dass eine ausgleichende Kurve fiir die
berechneten Werte entsteht.
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mogliches Ergebnis:

T Aktivitat A (1/Wurf)
350~ Entwicklung der Aktivitat
~ Mulornuhtlid > MuHemnadlil
—TOcklonudlsl A « Tocklowllol s
gm..ww —Tockirdfd 2 & Boklevills2
= GesambelbirhXt © Geoambal it

: - : Wurfelschritg
: é : : : 1’0 : : : : 1'5 : : 2b k (Wurfe)

d) Vergleichen Sie den Verlauf der Datenpunkte aus der Wiirfelsimulation mit dem Verlauf fiir
die berechneten Werte.

mogliches Ergebnis:

e Der Verlauf der berechneten Aktivitit der Mutternuklide ist in voller Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen aus der Wiirfelsimulation.

e Die Werte fiir die Aktivitdt der Tochtersubstanz schwanken um die berechneten Werte.

e Die Maxima fiir die Aktivitaten der Tochtersubstanz sind in den Simulationen zueinander
verschoben.

e Die Aktivitdt der Tochtersubstanz ist in den Rechnungen grofier.

— Dies ist in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen zuvor, dass die Tochtersub-
stanz in den Rechnungen im gréfleren Umfang zerfillt.

Hinweis: Der groere Umfang des Zerfalls der Tochternuklide in den Rechnungen kann den
Schiiler*innen iiber die hiufigere Bilanzierung der Bestéinde in den Rechnungen gegeniiber
der Wiirfelsimulation plausibel gemacht werden. Die unterschiedliche Lage der Maxima
in der Aktivitdt und im Bestand ist auch eine Folge der unterschiedlichen Bilanzierung.





