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Hinweis: Losungen sind ausfiihrlich zu dokumentieren! Lésungsséitze sind in geeigneter
Form anzugeben.

Die Aktivitéit eines radioaktiven Stoffes gibt die Anzahl der Kernumwandlungen pro Zeiteinheit an.
Sind N7 und Ns die Anzahl der Kerne zum Zeitpunkt ¢t; bzw. to mit to > 1, so ist die Aktivitat A
gegeben durch

4 - M-
ta—t1
AN

Aufgabe 6: Erldutern Sie, wie sich aufgrund dieser Festlegung nur positive Werte fiir die Aktivitét
ergeben.

mogliche Losung: Die Differenz AN ist aufgrund des Zerfalls fiir t5 > t; negativ. Das Minus-
zeichen vor der Differenz sorgt dafiir, dass die Aktivitdt immer einen positiven Wert annimmt.

Die momentane Aktivitdt A(t) ergibt sich fiir sehr kleine Zeitabschnitte At — 0 und entspricht der
momentanen Anderung der Kernanzahl des betrachteten Isotops. Es gilt:

) AN
A®) = fimg <_At>
= —N(t).
Mit dem Zerfallsgesetz
N(t) = Ny-e
ergibt sich
A(t) =X N(t). (2)

Aufgabe 7: Fiihren Sie die Ableitung von N(¢) nach der Zeit ¢ durch und bestétigen Sie damit
die Richtigkeit fiir A(t) = A - N ().

mogliche Losung & Hinweis:
Aufgrund der Differentialrechnung und der Eulerschen Zahl ist diese Aufgabe eventuell erst ab
der Qualifikationsphase geeignet.

Al = -N(@)
AN (1)

dt
dNy - e At
At
= —(=)\)-Ng- e~ Mt
A-N(t)

In der Wiirfelsimulation werden die Zeitschritte At durch Wiirfelschritte Ak abgebildet.

Aufgabe 8: Schreiben Sie die Gleichung (1) und (2) fiir die Aktivitdt entsprechend um. Achten
Sie darauf, dass die Gleichungen fiir eine spitere Anwendung in einer numerischen Simulation auch
nicht ganzzahlige Wiirfeldurchgénge beriicksichtigen sollen.

mogliches Ergebnis: Umschreiben der Gleichung (1)

_ Nigar — Ng
Ak '

mit Ak € RT, da auch nicht-ganzzahlige Wiirfelschritte in den Berechnungen moglich sind.

A:
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mogliches Ergebnis: Umschreiben der Gleichung (2)

A(k) = A+ Ny,

Um die Anzahl nicht umgewandelter Kerne {iber die Zerfallskonstante A fiir einen Wiirfelschritt Ak
berechnen zu konnen, werden die umgeformten Gleichungen gleichgesetzt.

Aufgabe 9:

a) Zeigen Sie, dass die Anzahl der ,instabilen“ Wiirfel nach einem Wiirfelschritt Ak durch

Nitar = N — A Ny - Ak (3)
beschrieben werden kann. Dabei ist N (k) = Ny,

mogliche Losung:

A = Ak

Niyar — Ni
—_ ANk
AR (k)

_(Nk—i-Ak — Nk) = A N(k‘) - Ak
—Npanak+ N = A Np- Ak
~Npiak = X Np-Ak— N
Nisar = —A-Np-Ak+ N,
Nisar = Np—A-Np- Ak

b) Erldutern Sie, inwiefern es sich bei Gleichung (3) um eine N#herung handelt.

mogliche Losung: Bei Gleichung (3) handelt es sich um eine N#herung, da die durch-
schnittliche Aktivitat mit der momentanen Aktivitdt gleichgesetzt wird. Hinweis: Im Un-
terrichtsgesprich sollte thematisiert werden, dass fiir hinreichend kleine Schritte von Ak
die Ndherung beliebig gut ist.

Die Gleichung (3) ist eine Differenzengleichung, mit der der Bestand an Reprisentanten der insta-
bilen Kerne berechnet werden kann. Zwischen der Wahrscheinlichkeit p fiir die Umwandlung eines
Kerns und der Zerfallskonstante A besteht der Zusammenhang

A=—In(1-p).

Insgesamt ergibt sich iiber

Niiag = Nk—l—ln(l—p) -Ni - Ak (4)

die Méglichkeit zur rekursiven Berechnung des Bestands an instabilen Kernen.
Uber die Gleichung (1) kann mit Hilfe von Gleichung (4) die Anzahl der pro Wiirfelschritt Ak
entfernten Wiirfel iiber die Wahrscheinlichkeit p ausgedriickt werden.

Aufgabe 10:

a) Erldutern Sie, inwiefern die Anzahl der pro Wiirfelschritte Ak entfernten Wiirfel als eine Ana-
logie fiir die Aktivitét einer radioaktiven Substanz betrachtet werden kann.

mogliches Ergebnis: Die Wiirfel werden aus der Simulation entfernt, sobald sich ein be-
stimmtes Wiirfelergebnis einstellt und die Wiirfel ausgetauscht werden. Jeder ausge-
tauschte Wiirfel entspricht damit einer Kernumwandlung und geht damit in die Aktivitét
der simulierten instabilen Mutternuklide ein.
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b) Zeigen Sie, dass die Aktivitdt mit den Gleichungen (1) und (4) durch

A=—In(1—-p)- Ny (5)
berechnet werden kann.

mogliches Ergebnis:

_ Niqar — Ny
Ak
~ Nk = A N Ak — Ny,
Ak
AN - Ak
Ak

A

= AN
= —In(l—p)- Ng

Hinweis: Hier ergibt sich ein Ergebnis, dass mit A = —In(1 — p) dquivalent zum Ergebnis

aus Aufgabe 7 ist, aber ohne Differentialrechnung gefunden werden kann.

Mit Hilfe von Gleichung (4) lasst sich der Bestand Ny eines Mutternuklids beschreiben, welches

mit einer Wahrscheinlichkeit von py von Wiirfelschritt k& zu Wiirfelschritt k& + Ak zerfallt.

Aufgabe 11:

a) Stellen Sie mit Hilfe Threr Erkenntnisse aus der Simulation aus Aufgabe 2 des vorherigen Ar-
beitsblattes eine Differenzengleichung auf, mit der sich die Zunahme des stabilen Endprodukts

beschreiben lésst.

Voriiberlegung:
- Anzahl der Nuklide des Endprodukts ist Vg .

- Im Zeitraum Ak zerfallen

A Nug - Ak = —1In(1 = pm) - Nai g - Ak

Mutternuklide. Diese miissen zu der vorangegangenen Anzahl der Kerne hinzugezdihlt

werden.

Differenzengleichung:

Neg+ar = Npg+ v Nug - Ak
= NE,k — 111(1 — PM) . NM,k . Ak‘

b) Berechnen Sie mit Hilfe einer Tabellenkalkulation ausgehend von anfangs 1200 Wiirfeln, die
jeweils ein Mutternuklid représentieren, die Entwicklung der Anzahl der Kernanzahlen in
Abhéngigkeit von Wiirfelschritten Ak = 0,25. Wahlen Sie eine Zerfallswahrscheinlichkeit von

Wiirfelschritt zu Wiirfelschritt von py = /6.

mogliches Ergebnis:

A B €

1 Simulation: direkter Zerfall in ein stabiles Endprodukt
2
3 Anzahl N (0) 1200
4 Wahrscheinlichkeit p =1/6
5 Anzahl N ¢(0) 0
6 Zeitschritt Ak 0,25
7
8

Zeitschritt Ak Anzahl Nuklide N y(t) Anzahl Nuklide Ng(t)
11 0 =5BS3 =$BS5
12 =A11+$BS6 =B11+LN(1-$BS4)*B11*SBS6 =C11-LN(1-$B$4)*B11*$BS6

13 |=A12+5BS6 =B12+LN(1-$BS4)*B12*SBS6

=C12-LN(1-$B$4)*B12*$BS6
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c) Stellen Sie die Ergebnisse der Rechnung fiir das Mutternuklid und fiir die Nuklide des Endpro-
dukts in dem bereits bestehenden Diagramm aus der Aufgabe 5b des vorangegangen Arbeits-
blattes dar, indem Sie die berechneten Werte fiir ausgewihlte Wiirfelschritte von k eintragen
und eine ausgleichende Kurve einzeichnen. Vergleichen Sie sodann die Ergebnisse aus beiden
Simulationen.

mogliches Ergebnis:

Die berechnete Anzahl an Nukliden ist in guter Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
aus der Wiirfelsimulation. Die Gleichungen beschreiben die Verdnderungen des jeweiligen
Bestands zutreffend.

Mit Hilfe von Gleichung (5) lasst sich die Aktivitdt Appj des Mutternuklids beschreiben, welches
mit einer Wahrscheinlichkeit von py von Wiirfelschritt & zu Wiirfelschritt k& + Ak zerfallt.

Aufgabe 12:

a) Berechnen Sie mit Hilfe einer Tabellenkalkulation nun fiir die vorangegangene Simulation die
Aktivitédt des Mutternuklids.

mogliches Ergebnis:
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A B C D

1 Simulation: direkter Zerfall in ein stabiles Endprodukt
2
3 Anzahl N ,(0) 1200
4 | Wahrscheinlichkeit p =1/6
5 |Anzahl N ¢(0) 0
6 Zeitschritt Ak 0,25
=
8

Zeitschritt Ak Anzahl Nuklide N y(t) Anzahl Nuklide Ng(t) Aktivitat A y(t)
11 0 =SBS$3 =SBS5 =-LN(1-$BS4)*B11
12 =A11+SBS6 =B11+LN(1-$B$4)*B11*$BS6 =C11-LN(1-SBS$4)*B11*SBS6 =-LN(1-$BS4)*B12
13 =A12+$BS6 =B12+LN(1-$B$4)*B12*$BS6 =C12-LN(1-$B$4)*B12*$B%6 =-LN(1-$B$4)*B13

b) Stellen Sie die Ergebnisse der Rechnung fiir die Aktivitdt der Mutternuklide in dem bereits
bestehenden Diagramm aus Aufgabe 5c des vorherigen Arbeitsblattes dar, indem Sie die be-
rechneten Werte fiir ausgewihlte Wiirfelschritte von k eintragen und eine ausgleichende Kurve
einzeichnen. Vergleichen Sie sodann die Ergebnisse aus beiden Simulationen.

mogliches Ergebnis:

4 Aktivitat A (1/Waurf)

350+
1 — Muillosidslawz  x Ndboselilanz

Entwicklung der Aktivifét

Warfelschrity
k (Wirfe)

Qualitativ stimmen die Verlaufe der Aktivitdten aus der Wiirfelsimulation und den Rech-
nungen {iberein. Die aus der Wiirfelsimulation bestimmte Aktivitéit streut um die berech-
neten Werte. Es ist anzunehmen, dass die Streuung mit wachsender Anzahl an Wiirfeln
weiter abnimmt, da dies auch fiir den Ubergang von 100 Wiirfeln zu 1200 Wiirfeln der
Fall war.





